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7.1 Uvodni historické pozniAmky

7 historického hlediska je zajimavé, ze prvni pocatky integralniho poctu
se objevuji uz u Archimeda ve starovékém Recku. Slavny matematik tehdy
pocital délky nékterych kiivek, obsahy rovinnych obrazci, statické momenty
uvah této kapitoly. U zrodu integralniho poctu jako védecké discipliny stali
G. W .Lebniz a I. Newton. I. Newton se narodil 4.1.1643 ve Woolsthorpe
na vychodé Anglie. V roce 1661 nastoupil na Trinity College v Cambridgi.
V roce 1665 ziskal hodnost bakalafe a v roce 1668 se stal magistrem. V roce
1669 se stal profesorem na Trinity College a zacal prednaset fyziku a ma-
tematiku. Jeho nejvétsim dilem jsou ,Matematické principy prirodni filo-
sofie“ (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica) vydané v roce 1687,
kde vylozil zdkladni zdkony mechaniky. Isaac Newton zemfel ve véku 85 let.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) patfil mezi vyznamné némecké filo-
sofy. Nezavisle na Newtonovi objevil diferencialni a integralni pocet. K jeho
1684. Srovname-li ,,zhruba“ postupy Newtona a Leibnize k dané proble-
matice, Newtonova matematickd metodologie ma spiSe intuitivné-fyzikalni
pozadi s dirazem na derivaci interpretovanou jako okamzitou rychlost. Jeho
notace je vsak tézkopadna a ¢lovék se mize snadno dopustit chyby. Naproti
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tomu Leibniziiv pfistup byl preciznéjsi, chapal derivaci geometricky jako
smeérnici teény a kromé zakladnich vzorct pro derivovani jeho dilo obsaho-
valo i derivaci soucinu. Jak uz to byva, doslo mezi nimi ke sporu o prvenstvi
v objeveni diferencialniho a integralniho poc¢tu. Nakonec byli oba dva ozna-
Ceni za zakladatele diferencidlniho a integralniho poctu. Je ovSem nutné
poznamenat, Ze oba védci nepracovali s patfi¢nou preciznosti a formalné,
logicky 1 metodologicky se jesté infiniteziméalni pocet dlouho dotvarel. Prvni
etapu rozvoje integralniho pocétu zavrsili na zacatku 18. stoleti bratii Ber-
noulliové Johann a Jacob.

7.2 Primitivni funkce a neurdity integral

Studijni cile

1. Umét vysveétlit rozdil mezi primitivni funkci a neurcditym integralem.
2. Pochopit vzdjemnou souvislost mezi derivovanim a integrovanim.
3. Znazornit symbolicky neurcity integral a popsat jeho jednotlivé ¢asti.

4. Bezpecné ovladat zakladni vzorce pro integrovani funkci. VSimnout si
defini¢nich obort pro jednotlivé vzorce a umét si je zdtvodnit.

Nez se zacneme exaktnéji zabyvat integralnim poc¢tem, méli bychom si
uvédomit jisté souvislosti. Jisté jste si vSimli, Ze tstfednim pojmem dife-
rencialniho poctu je pojem derivace funkce. Derivace charakterizuje zménu
sledované veli¢iny, ne vSak jeji samotnou hodnotu. Kdyz napt. fekneme, ze
zisk vzrostl o 5 000 K¢, tak nevime jestli z 10 000 K¢ na 15 000 K¢ nebo to
bylo v rdmci jiného intervalu délky 5 000, napi z 15 000 K¢ na 20 000 K¢.
Dodatec¢ny tdaj, ze jsme méli v té dobé uz zisk 3000 K¢&, nam poskytne
dostate¢nou informaci o celkovém zisku 8 000 K¢.

V konkrétnich tlohéach se nékdy snadnéji popise hodnota sledované ve-
li¢iny, jindy jeji zména. Jejich vzadjemny vztah je podstatou celé matema-
tické analyzy. Ta se sklada z diferencidlniho poc¢tu, ktery od hodnot veli¢iny
odvozuje jeji zménu a integralniho poctu, ktery od zmén veli¢iny odvozuje
jeji hodnotu. Samotny integralni pocet se déli na neurcity a urcity integral,
pri¢emz neurcity integral se Casto charakterizuje jako opacny proces k deri-
vovani.

Priklad 7.2.1. Na Obr. 7.2.1 je zndzornén graf funkce f(z), jenz je derivaci
jisté funkce F'(z) (tedy f(z) = F'(z)). Pokuste se nalézt graf funkce F(x).

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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Obr. 7.2.1

Reseni: Ve II. ro¢niku v piedmétu Diferencidlni rovnice budeme rovnici
f(z) = F'(z) nazyvat diferencialni rovnici. Pokusime se tuto rovnici znéazor-
nit pomoci linedrnich elementti. Linearnim elementem budeme rozumét
trojici [x,y, f(x,y)], budeme ho geometricky interpretovat kratkou tseckou
v bodé [z,y], jez ma smérnici rovnou f(z,y). Vsimnéte si bodu xg, v nichz
graf funkce f(x) = F'(x) protind osu z, tj. F'(x9) = 0. V téchto bodech by
mohly nastat lokdlni extrémy funkce F'(x), nebot vSechny linearni elementy
na pfimce z = x( jsou rovnobézné s osou x. Mnozinu lineadrnich elementt
nazveme smeérové pole rovnice f(z) = F'(z). V grafu 7.2.1. naleznete
pokracovani.

®

Priklad 7.2.2. Na Obr. 7.2.2 je zndzornén graf funkce f(x) = cosz na in-
tervalu (0, 27), jez je derivaci jisté funkce F(x), tedy F'(z) = cosx. Pomoci
smérového pole se pokuste nalézt graf funkce F'(x) na intervalu (0, 27).

T T
T 2

3
Nl

s
2

Obr. 7.2.2: Funkce cos z na intervalu (0, 27).

Reseni: Reseni naleznete v grafu 7.2.2.

®
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168 7. INTEGRALNI POCET FUNKCE JEDNE PROMENNE

—| Definice 7.2.1. I

primitivn{ funkce Necht I je otevieny interval ohraniGeny nebo neohraniceny. Necht

F(z), f(x) jsou funkce definované v intervalu I. Funkce F'(x) se na-
zyva primitivni funkci k funkci f(z) na intervalu I, plati-li

F'(z) = f(z)
Qa Priklad 7.2.3. Funkce F(x) = % je primitivni funkei k funkci f(z) = 22
qu na intervalu (—oo, 00), nebot pro kazdé = € R plati (:‘—;)/ = 22
®

Lemma 7.2.1. I
Necht F(z) je primitivni funkce k funkci f(x) na otevieném intervalu
I. Pak pro libovolné C' € R je také F'(z)+C primitivni funkce k funk-
ci f(z) na I.

Lemma 7.2.2. I

Necht F(x), G(x) jsou primitivni funkce k funkci f(z) na intervalu
I. Pak existuje takové ¢islo C, ze plati G(z) = F(z) + C identicky
na intervalu /.

7 téchto lemmat plyne

Dusledek 7.2.1. Necht F(z) je primitivni funkce k funkci f(z) na otevie-
ném intervalu I. Pak mnozina {F(z)+ C,C € R} je mnozinou primitivnich
funkei k funkei f(x) na I.

Vrafte se opét k prikladu 7.2.2 a uvédomte si, jak vypadd mnoZina pri-
mitivnich funkci v tomto prikladu.

V souvislosti s definici primitivni funkce se pfirozené naskyta otazka,
zda ke kazdé funkci definované na néjakém intervalu I existuje na tomto
intervalu funkce primitivni. Odpovéd je negativni. Postac¢ujici podminku
pro existenci primitivni funkce dava nasledujici véta.

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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— Véta 7.2.1 (O existenci primitivni funkce).

Ke kazdé spojité funkci na otevieném intervalu I existuje na tomto
intervalu funkce primitivni.

—| Definice 7.2.2. I

Primitivni funkce k funkei f(x) se nazyva neuréity integral funkce
f(z) a znadi se [ f(x)dx.

Poznamka 7.2.1. Symbol [ se nazyva integralnim znakem. Vznikl pro-
tazenim pismena S, které je prvnim pismenem slova SUM A (jak uvidime
pozdéji u urcitého integralu - urcity integral predstavuje ,,jisty “ soucet neboli
Sumu). Funkei f(z) nazgyvame integrandem. Symbol dz budeme formalné
chapat jako jakousi ,,tecku“, kterd uzavirad zapis integralu a navic nas infor-
muje o tom, ze nezavisle proménna u funkce, kterou integrujeme, je oznacena

S f(@)dz

S v 2 v »

. oznaceni promeénné
symbol integrand " 1 p
diferencial

formalni tecka v zapisu

Obr. 7.2.3: Neurcity integral

Poznamka 7.2.2. Podle lemmat 7.2.1, 7.2.2 neni integral uréen jednozna-
¢né, nybrz je uréen az na aditivni konstantu, tj. je-li F'(x) primitivni funkei k
funkci f(z), pak mnozinu vSech primitivnich funkei k funkei f, tj. neurcity in-
tegral, formalné oznac¢ujeme jednou primitivni funkei [ f(z)dx = F(z)+C.
Pismeno C v predeslém zépisu se nazyvéa integraéni konstanta.

Podle definice 7.2.1 plati
[ s@aa] = L[ [ s@yan] = s

To znamena, Ze derivujeme-li integral, dostaneme po provedeni derivace in-
tegrand. Rovnéz

/F’(m)dx:/f(:p)dx:F(az)-i-C,

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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170 7. INTEGRALNI POCET FUNKCE JEDNE PROMENNE

tj. derivace a integrace jsou komplementarni (dopliikové) operace.
Odtud plyne, Ze velmi snadno mtzeme ziskat zakladni vzorce pro inte-
grovani funkci ze znamych vzorcu z diferencidlniho poc¢tu. Napf.

[sinz] = cosz = / [sinx] dz = /cosxdx,
ale také

/[sinx]’dx:sinx+0, tj. /cosxdx:sinx+0.

@ Kli¢ova slova
primitivni funkce, neurcity integral, integralni znak, integrand

7.3 Zakladni vzorce pro integrovani funkci

1. /de =C,
xn—l—l
2. "dr = C -1
/x T +Cn# -1
Vzorec 2. plati v intervalech: (—o0,00) pron >0, n € Z,
(—00,0) U (0,00) pron <0, n € Z— {1},
(0,00) pron € R — {-1},

1
3. /—dx:ln]:r\+0, plati v (—o0,0) U (0, 00),

x
4. /ez dex =¢e* 4+ C, plati v (—o0, 00),

x
5. /az de =2 4 C, plati v (—o0, 00),
Ina
6. /Cosxdx =sinz + C, plati v (—o0, 00),
7. /sina:dx:—cosx+0, plati v (—o0, 00),
dx i
8. / =g+ C, plat{ v kLeJZ((2k ~ )T (2 + 1)T),
d

9. / - ;B = —cotgx + C, plati v U(lm, (k+ 1)m),

sin® x Pt

1

10. / 522 dx = arctgx + C, plati v (—o0, 00),

1
11. /mdm = —arccotgz + C, plati v (—o0, 00),

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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1
12. /7dx:arcsin:n—|—0, lati v (—1,1),
— = p (=1,1)
13. /7dx:—arccosx+0, lati v (—1,1),
Vi plati v (=1, 1)
Vzorce 14., 15. plati v libovolném intervalu, v némz jsou prislusné
funkce definovany.

/\/xji_{_adlen‘x—kvxz-ka‘—kc, (a €R, a#0),
f'(z)

= In[f(z)| +C,

Vzorce 10., 12. je vyhodné si zapamatovat v nize uvedeném obecnéjsim
tvaru (o spravnosti vzorci se muzete presvédéit derivovanim pravé stra-
ny nize uvedenych vzorct).

16. / i arctgz + C, plati v (—o0, 00),

T
= arcsin — + C, plati v (—a,a).

17/@ .

Tabulka 7.3.1: Zakladni vzorce pro integrovani funkei

vvvvvv

o Upravu 1ntegrandu v integralu tak, abychom ziskali néktery z vyse uve-
denych zékladnich vzorci. Proto je naprosto nutné umét vSechny zakladni
vzorce nazpameét .

7.4 Zakladni integra¢ni metody

Studijni cile

1. Zvladnout zakladni pravidla pro integrovani:

e integrace soucinu konstanta krat funkce
e integrace souctu funkci

e integrace rozdilu funkci

2. Pochopit spravné integracni metodu nazvanou integrace rozkladem.

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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3. Principidlné zvladnout integraci soucinu dvou funkci — metodu per
partes.

4. Vyjmenovat znamé typy soucini funkci, které lze integrovat metodou
per partes, véetné stanoveni volby funkci.

5. Umét vysvétlit na ptrikladech oba dva zptisoby pouziti substitu¢ni me-
tody.

V predchézejicim odstavci jsme si uvedli zdkladni vzorce pro integrovani.
Jde nam ovsem o to, abychom dovedli integrovat co nejvétsi t¥idu funkeci, coz

vvvvvv

tfi zakladni integra¢ni metody
a) metodu rozkladem,
b) metodu perpartes,

¢) metodu substituéni.

7.4.1 Metoda rozkladem

— Véta 7.4.1 (integrace konstanta nasobena funkeci).

Existuje-li v intervalu I neur¢ity integral funkce f(z), existuje v tom-
to intervalu i neuréity integral ¢ - f(z), kde ¢ € R a plati

/c-f(sc)dac:c'/f(ac)da;.

— Véta 7.4.2 (integrace souctu funkci).

Existuji-li v intervalu I neurc¢ité integraly funkci f(z) a g(x), existuje
v tomto intervalu i neurcity integral funkce f(z) + g(x) a plati

/(f(fﬂHg(ﬂﬁ))dw: /f(x) dﬂ?+/g(m) dz.

Dusledek 7.4.1. Existuji-li v intervalu I neuréité integraly funkci fi(z),
fo(x), fa(x),..., fu(x)ajsou-licy,ca,...,cy libovolnd redlnd cisla, pak exis-
tuje v tomto intervalu i neur¢ity integral funkce ¢1 - f(x) + co - fo(x) + -+

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011



7.4. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 173

cn - fn(z) a plati

/(cl-f(x)+cz-f2(ﬂs)+'--+cn-fn(m)>dx:
:cl-/fl(a:)dx+02-/fg(a:)d:z+---+cn-/fn(x)dx.

Uzitim Dusledku 7.4.1 a zakladnich vzorcii pro integrovani je mozné jiz
pocitat neur¢ité integréaly jednoduchych funkci (metoda rozkladem). Ukaze-
me to na nasledujicich prikladech.

7
Priiklad 7.4.1. Vypoctéte, pokud existuje, integral / (4933 — 2+ —) dzx. Q&
x

Reseni: Ozna¢ime-li
1
filz) =23, fo2) =2, f3(x) = = 4, co=-2, c3 =171,

pak podle Disledku 7.4.1 dostaneme

1
/(4x3—2x+7) dx:4-/x3dx—2-/xdx+7-/fdx:
x T

=zt — 2?2+ 7 -Injz| + C.

Integral existuje pro = € (—o0,0) U (0, 00).
V softwaru Mathematica spocitame zadany integral takto:
Integrate[4x73-2x+7/x,x]

Pozor na vysledek, v Mathematice se ve vysledku objevi funkce Log[x].
Tzn., ze integral by mél existovat pouze pro x > 0, ale tak tomu neni.
Dokazete zderivovat funkei In |x|?

1 3
Piiklad 7.4.2. Vypoctéte / (SR O

v GO
Reseni:
3 3
/Wd$=/1+3\/§+3$+\/;dIEZ/x_;dx—FB'/dx—k
Ve G
2

Integral existuje pro x € (0, 00).

®

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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(22N
GO

2
Priklad 7.4.3. Vypoctéte / (thx + 2) dzx.
14+

Reseni:

2 sin? z 1
2 _ . =
/(tg x+1+ )dwi/coszxdm—i_z/l—l-xQdJlj

1
—/ C(;S xdx+2arctgx:/
cos

=tgx —r + 2arctgx.

5 dx—/d:z:JrQarctgx:
cos? x

Integral existuje v kazdém intervalu, v némz je funkce tangens definovana
(viz vzorec 8.).

®

Priklad 7.4.4. Vypocitejte integraly z predchozich ptikladti pomoci soft-
waru Mathematica jako kontrolu vypoctu.

7.4.2 Metoda per partes

Motivace

R&di bychom spoéitali nésledujici integral / f(z)-g(z)dz - tedy integral
ze soufinu funkci. Napf. integral ze souctu funkci se rovna souctu integrala
z téchto funkci, viz véta 7.4.2. Neslo by to podobné? Tj. integral ze soucinu
funkci se rovna soucinu integralt z téchto funkci? Asi ne, protoze integrace
je opacny postup k derivaci a derivace soucinu funkci se nerovna soucinu
derivaci téchto funkci, nybrz

(u(z) - v(@)) = ' (2) - v(z) +u(z) -/ (z).

Vyjdéme tedy z tohoto vzorce a zkusme celou rovnici zintegrovat. Ziejmé
plati:

/(u(m) ~v(m))/dm = /(u’(m) ~v(z) + u(z) ~v’(aj)) dz
u(z) -v(x) = /u'(:n) cv(z)dz + /u(az) ' (z)dz

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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Na pravé strané v posledni rovnici mame jiz integrand ve dvou integralech
ve tvaru souc¢inu dvou funkci. Zkusme vyjadrit jeden z nich, napr.

Aby integraly existovaly, bude nutné, aby prislusné integrandy byly spojité
funkce podle véty 7.2.1. K tomu stac¢i, aby funkce mély spojité derivace.
Nyni uz mizeme zformulovat vétu, kterou nazyvame Integraci per partes
(po céstech). Pozdéji vysvétlime, co rozumime pod slovnim spojenim per
partes.

— Véta 7.4.3 (Integraci per partes (po ¢astech)).

Necht funkce u(x), v(z) maji v intervalu I spojité derivace u'(x),
v'(x). Pak v I plati

/u'(:ﬂ) ~o(z)de = u(z) - v(z) — /u(z) ' (z) dz. (7.4.1)

Poznamka 7.4.1. Integraci souc¢inu funkci u(z)-v(x) nelze tedy pocitat tak,
ze by se vypocet [u(z) - v(z)dx dal pfevést na vypodet [u(x)dz- [v(x)dz,
ale v nékterych piipadech je mozné pouzit Véty 7.4.3. Je ovSsem nutné si uveé-
domit, ze integrand musime vytvorit jako sou¢in dvou funkci, z nichz prvni
ozna¢ime v’ (x) a druhou v(x). Metoda per partes se pouziva dvéma zpusoby.
V prvnim zpusobu pouziti per partes volime funkce tak, aby dochézelo k po-
stupnému zjednodusovani integrandu az se dostaneme k nékterému ze za-
kladnich vzorcd pro integrovani. Ziejmé tedy bude zalezet na vhodné volbé
funkci «/(z) a v(x). Postup pochopite z néasledujicich piikladi. Po vypoéitani
prikladt vysvétlime druhy zpisob pouziti metody per partes.

Priiklad 7.4.5. Vypoctéte /CL’ -coszdz.

Reseni: Polozime u/(x) = cos, v(z) = x a k nim vypodéteme
u(z) = sinzx, v'(x) = 1. Dosadime do rovnice (7.4.1)

/m-cosxdx:x-sinx—/sinxdx:xsinx—i—cosx—i—C.

®

Priklad 7.4.6. Vypoctéte / 23 % du.

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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Reseni: Polozme u/(z) = e

/ac?’-exdx:

S

’(:C):: v/(x): 3

— x3ex . 3x2ex+

3¢ — 322" + 6xe® — 6% + C =

+
o
8
I
3
|
—
o)
B
o
8
~
I

= (2% —32% 4+ 62— 6) +C
®

Poznamka 7.4.2. Zvlasté z druhého piikladu by ndm mélo byt jasné, proc¢
se tato metoda nazyva metoda per partes (po ¢astech). Jisté jste si vSimli,
7ze jsme integrl [z3e”dx postupné zjednodusovali ([ z%e®dz, [ze®dx,
Je*dx), az jsme dostali integrél [e” dz, ktery dovedeme spocitat podle
zakladniho vzorce 4. Tedy jsme vlastné zadany integral pocitali po ¢astech.
Déle si uvédomme, ze jsme této metody pouzili tfikrat za sebou a ze tedy ji
zFejmé muzeme pouzit libovolnékrat za sebou. Dalsi zptsob pouziti metody
per partes si vysvétlime v nasledujicich prikladech. Ptjde o to, Ze pfi inte-
graci metodou per partes se po jednom (ptiklad 7.4.7) nebo vicendsobném
(priklad 7.4.8) pouziti této metody vyskytne na pravé strané rovnice inte-
gral, ktery je totozny s integralem na levé strané rovnice. Staci tedy vytesit
tuto rovnici pro hledany integral.

1
Piiklad 7.4.7. Vypoctéte / 2T 4z
xr

[~
a9

Reseni: Casto piseme pouze u misto u(x) a v misto v(z) v rovnici

(7.4.1). Polozme v/ = 2 a v = Inz.

1
/de:
Loz

u =
u

:lnzx—/lnxdz
o A L

—

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011



7.4. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

177

Inx
Po tpravé vzniklé rovnice dostaneme 2 - / — dz = In% 2. Vydélime dvéma
x

In
x

1
a dostaneme tento vysledek: / x dz = 3 In?z + C.

Priiklad 7.4.8. Vypoctéte /e‘m sin bz dz.

Reseni:
/ axr 3
. u =e v = sin bz 1 .
/e” sin bz do = 1oax 1 = —e"sinbr —
u=-:e v’ = bcosbx a
b [ 4 u' =e v=cosbr
— — [ e cosbrdx = 1 az . . =
a u=-ze v = —bsinbx

1 b /1 b

= —esinbr — — (fe'”C cosbx + — /e“x sin bx dx) =

a a \a a
2

. b b .
= —esinbr — e cosbr — — | e*sinbxdx
a a? a?

Odtud jiz znamym obratem vypocitdme neznamy integral ze vzniklé rovnice:

b2 ar _: 1 ar : b
1—i——2 -/e sinbxdxr = —e (smba:—fcosbx)
a a a

asinbxr — bcosbx)
a? + b2

/ e sinbx dx = e** (

®

Dalsi text je urcen zajemctim o hlubsi studium matematiky. Metoda
per partes se da také pouzit k odvozovani takzvanych rekurentnich formuli.

Jedné se o to, ze pri vypoctu integralu typu / f"(z)dz odvodime reku-

rentni formuli, pomoci niz lze exponent n snizit. Postupnym aplikovanim

této formule prevedeme dany integral na jednodussi. V nasledujicich pii-
dx

kladech odvodime rekurentni formule pro vypocet integralt / TR,
(x?2+ 1)

/ sin” z dz.

Priklad 7.4.9. Odvodte rekurentni formuli pro vypocet integralti typu
dz
K,=[| ————.
" / (24 1)n

© J. Ostravsky, V. Polasek, 20
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ResSeni:
! __ _ 1
u =1 v= @

_ /I 2nx
U=z UV =-—grier

dx T
=+

Kn:/l-M: (22 + 1)»

2 2
x x r+1-1
e / (2 4 1)n+L o= (x2 +1)n an / (2 4 1)n+L do=

_ﬂf+2n/dﬂf_2n/dﬂf_
(2241 (22 +1)" (2 +1)ntt

X
:W+2n‘Kn_2n'Kn+la

odtud plyne

2n —1 1 x ex
5 Kn—i_%‘W, ptricemz K; = arctgzx.

®

Kn+1 =

LN Piiklad 7.4.10.
% /

dx 3 1 x 3 /1 1 x
7:}—(— :—K 7.7:7(7}'( — . >
@11 BTt @y i Ty )T
+1 T 3 ; +3 T +1 x L C
— e —————— = —arc €T - e .

4@ 8T TR T T @2 1)

Qa Priklad 7.4.11. Odvodte rekurentni (redukéni) vzorec I, = / sin” z dz.
Reseni:

W =sinzg v=sn""lzx
2

I, = [sinz-sin" tz= / e
u=—coszx v =(n—1)-sin" “x-cosz

= —cosz-sin" ta 4 (n—1) -/sin”_Q:n-coszmdx:
= —cosz-sin" 'z +(n—1) -/sin”_Qxd:c— (n—1) -/sin”xdx:
= —cosx-sin" tax +(n—1)-I, 92— (n—1) I,

Odtud

n—1 1

dy_g = ;((n — D1, 5 — cosxsin™ ! x)

®

1 .
I,=—=-cosz-sin" 'a+
n
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Priklad 7.4.12.
.4 1 .3 3
sin :J:dw:L;:—Z-cos:r-sm :L‘—I—Z'IQ:

1 in? o4 3 ( 1 —_— 1 / d >
—_ —— . - s1n —_ . R . SIn —_ . e
4 cosT-sinz A+ o 5 COST SNz + o x
1 . 3 3 .
= ——-cosx-sin°x + — - (r — sinx cos x)
4 8
Poznamka 7.4.3. Analogicky se odvodi rekurentni vzorec

1
I, = /Cos”xdm = —((n — 1)1, + cos™ ! :L'sina:).
n

Poznamka 7.4.4. Jisté jste si uvédomili, Ze v obecnéjsich pfipadech se ne-
musi podafit zadané integraly, prestoZe jejich integrand je soucinem dvou
funkci, pomoci metody per partes vypocitat.

Stoji pfed nami tedy tato otazka: Dovedli bychom vyjmenovat typy inte-
grald, u nichz si budeme jisti, Ze se daji metodou per partes vzdy vypocitat?
Odpovéd najdete v nasledujicim odstavci.

Neékteré typy integralu resitelnych metodou per partes
Necht P(z) znaci néjaky polynom.
(I) [ P(z)e™ dx — polozime v’ = e*®, v = P(z) (viz P¥. 7.4.6),

(II) fP(x) sinaz dz, [ P(x) cos ax dz — polozime v’ = sinazx (v’ = cosax),
= P(x) (viz Pf. 7.4.5),

(III) [ P(x)arctgx dx — polozime v = P(z), v = arctg z,

(IV) [2¥In"zdz, k € R, n € N - polozime v’ = 2*, v = In" z.
Priklad 7.4.13. Vypoctéte /arctg:z:dx.

Reseni:

u'=1 v=arctgz |

/arctgxdx:/l-arctgxdx:

_ ! __ 1 —
=T U =1z
‘ / d ‘ 1 2x
— X - arc Xr — Xr = X - arc Xr— — -
& 1+a2 N A

1
= rarctgx — 5111(1 +2H+C

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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®

V prikladu 7.4.13 jsme provedli dva triky. Jednak jsme ,, vsunuli jednicku “
do integrandu na za¢atku vypoctu (ucinili jsme tak i v piikladu 7.4.9) a za
druhé jsme v poslednim integralu ,,doplnili“ do citatele derivaci jmenova-
tele. To proto, abychom mohli pouzit vzorec 15 ze zakladnich vzorcd pro
integrovani.

2

Priklad 7.4.14. Vypoététe/

ResSeni:

/lnzxdx_/x_%-anJ‘dx— W=a72 v=h's =
- - - B L=
Nz u=2yr v =2-lnz-
Inx u':x_% =lnx
:2\/§1n2x—4-/—dx: 1 =
VT u=2yz v =1

v
v
=2yzln*zr —4- (Qﬁlnx—l/ldx) =
=2yzIn?z — 8/xInz + 16z + C
®

7.4.3 Substituéni metoda I

Metoda integrace substituci je zaloZena na vété o derivaci slozené funkce.
Jsou-li splnény predpoklady véty o derivaci slozené funkce, pak na daném
intervalu plati
(Fl9(2)) = f(9(@)) - g'(2).

Funkce F(g(z)) je tedy primitivni k funkci f(g(x))g’(x) v daném intervalu.
Predstavme si, ze chceme vypoditat integral [ f(g(x))g'(x)dx, tedy urcit
funkci F'(g(x)). Jisté by vds mohlo napadnout, Ze bychom mohli integrand
f(g(z))d'(x) zjednodusit vhodnou volbou néhrady (substituci) funkce g(x)
jednoduchou proménnou napi. ¢, tj. g(x) = t. Co bychom tim ziskali? Kdy-
bychom je§té tuto rovnici diferencovali, tj. ¢'(z)dz = dt, ziskali bychom
po téchto tpravach uz na prvni pohled pomérné jednoduchy integral:

/ flg(x))g' () da = / F(t)dt.

Protoze jsme predpokladali, ze funkce F' je primitivni funkci k funkci f,
méame [ f(t)dt = F(t) a po zpétném dosazeni zvolené substituce dostaneme
J f(t)dt = F(t) = F(g(z)), tedy hledanou slozenou funkci.
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Pokud jste spravné pochopili tento text, tak by vam mélo byt jasné, ze
v integrandu byste méli ,,vidét “ derivaci néjaké slozené funkce, coz by se dalo
vyjadrit také tak, ze v integrandu uvidite derivaci vnitini funkce, ktera je
obsazena v této slozené funkci. Pak tato vnit¥ni funkce je vhodnou funkci pro
hledanou substituci. Jedna mala poznamka, derivace vnitini funkce se muze
lisit od funkce ¢'(x) v integrandu o nasobeni konstantou, nebot ta se da
snadno vytknout pied integral.

V nésledujicich ptikladech zkuste poznat, zda se bude jednat o kandidaty
na vypocet integrald touto substitu¢ni metodou. V piipadé, Zze je mozné
integraly vyftesit substituéni metodou, ucinte tak.

Priiklad 7.4.15. Vypoctéte

arcsin? z

5
a sin® x cos x dz, b —_—
)/ ) V1 — 22

dz, z € (—1,1),

ZL’2 X
—dx, d/———d.
C%/Vﬁ+5 B ) Va3 +5 v

Resenti:
a) /sin5xcosa:da: = | Substituce: g(x) = sinz =t =
g (x)dx = coszdr = dt
16 sin® z
= [Pdt=— = C.
Jra=G="5"
b) arcsin? q arcsinz = t /t2 & 3
—_— €Tr = = = — =
V1 — 22 \/1177dx = dt
.3
_ arcsin®z Lo
3
2 3 _
T >+5 = t
6 [ |7
V3 £5 3zdx = dt

Oproti predchozim piikladim neni ziskany diferencial 3z2dz v in-
tegrandu uplny. Lisi se ale pouze o nasobek konstantou 3, tzn., ze
miizeme bez obav provést nasledujici tpravy zadaného integradu a az
pak zavést substituci

% -3 22 1 3x2dx subst. 1 dt

2
x
——_—dr = | tee—=dr = Y—= = s ==
/\/a:3+5 Vad +5 3 vVad+5 3 Vit
1
1 1 t2 2 -
:5./t—%dt:,.i: B i54C.

3
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45 =t
3z2der = dt

x
d / ——dx
) Vad+5
Zavedli jsme stejnou substituci jako v pfikladé c), ale ziskany dife-
rencial nejen Ze neni v integrandu, ale integrand ani nelze upravit
na vhodny tvar, jako tomu bylo predtim. Tento pfiklad neni vhodny

na substitu¢ni metodu. ®
LN Piiklad 7.4.16.
qu a) Vypoditejte piiklad 7.4.15 ¢) pomoci substituce t = vz3 + 5.

b) Vypocitejte piiklad 7.4.15d) pomoci softwaru Mathematica.
Casto pfi praktickém poéitani vyuzivame tzv. linedrni substituce.
Qa Piiklad 7.4.17. Dokaite:

el [ f(@yde = (o), pak [ flar+ 0 = 72D

ar +b t 1
Diikaz /f(ax—i—b)dx: ade = di :—-/f(t)dt:
de = 4
F(axz +b)
: —+
a a
®

Pomoci linedrni substituce piSeme primo vysledky v nésledujicich inte-

gralech:

_ 4z
/sin(5x—3)dx:—(m(55m+(}’, e4xd$:%+07

arcsin(3z — 2)

1 d
/ de =—-In|3—z|+C, / < =
3—x V1 — 3z —2)2 3
1 arctg(2z + 8)
= C-
1+ (20 +8)2°" 2 *

+C,

d
L5 Piiklad 7.4.18. Vypoctéte / a

Reseni: Budeme integrovat podle vzorce 16, nebof polynom x? + x + 1
je nerozlozitelny kvadraticky polynom (D = —3 < 0). Je nutné se zbavit
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,hepfijemného“ = ze jmenovatele. To udélame obratem, kterému se rika
doplnéni na Cétverec, takto:

2iz4+1=2%+ +1 1+1—( +1>2 1+1—< +1>2+3
T T = xr 1 1 =\x B 4 =\ 5 4

a dale integrujeme podle vzorce 16. S pouzitim linearni substituce piiklad
rychle dopocitame:

/ dz _/ dz —larctgx+%—

A ey AT g
_2\/§ar V3(2z + 1)
== voler+ )

3 +C.

ctg

®

Poznamka 7.4.5. Obratu ,,doplnéni na étverec* se ¢asto vyuziva i v pii-
dx

kladech typu | ————,
var?+bzr +c

a # 0 vedoucich na vzorce 14 nebo 17.

7.4.4 Substituéni metoda II

Druhy typ substitucéni metody spociva v tom, Ze misto pivodni proménné
x dosadime vhodnou funkci, napf. © = ¢(t), a rovnici diferencujeme: dx =
¢'(t)dt. Misto primitivni funkce k funkci f(x) hleddme pak primitivni funkei
k funkei g(t) = f(o(t))¢'(t). Skuteéné, je-li F'(x) primitivni funkei k funkei
f(z), pak derivaci slozené funkce G(t) = F'(p(t)) dostaneme

G'(t) = F'lp(t)] - ¢'(t) = fo)#'(t) = g(t).

Za t do vysledné funkce G(t) dosadime ¢t = ¢~ !(x).

Piiklad 7.4.19. Vypoctéte / Vva? — 2?2 dx v intervalu (—a, a). (PN

QD

Reseni: Zavedeme substituci =z = a-sint odtud pro zpétné
dr = a-cost-dt,
dosazeni t = arcsin
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/\/@2—xdesugSt'/\/aQ—aQSiHQt-acostdt:
:/\/a2-(1—sin2t)-acostdt:a2 -/\/cos2t-costdt:
2 1 in 2t
=a? -/COSQtdt:%-/(1—|—0082t)dt=§a2 (t—{—SH; ):

1 1

= §a2(t+sintcost) = §a2(t+sint V1 —sin?t) =
1 2

= —a?. <arcsinm+x- 1—<§) )
2 a a a

®

Poznamka 7.4.6. Snad jste si v&imli, Ze jsme v pfedchozim piikladé pouzili
Veos?t = cost namisto obecné platného vztahu Vcos?t = | cost|. Zavedli
jsme totiz substituci * = a - sint pro x € (—a,a). KdyZ proménna = je
z intervalu (—a,a), pak proménna ¢ musi padnout do intervalu (—g, %)
Funkce cost je na tomto intervalu nezdporna a tedy plati Vcos?t = cost.

Jisté jste si uvédomili, Ze princip obou substitucnich metod je stejny,
je zaloZeny na pouziti pravidla pro derivaci sloZzené funkce.

vvvvvv

daji, ze se ve cvicenich setkate s priklady vedoucimi na pouziti substituc¢ni
metody II. Pokud ano, bude vam substituce uciteli doporucena.

@ Klicova slova
integrace rozkladem, integrace metodou per partes, substitucni metoda

7.5 Integrace racionalnich funkci

Studijni cile

1. Umét vysvétlit pojmy:

e raciondalni funkce

e racionalni funkce ryze lomené
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e parcialni zlomky

e neryze lomené racionalni funkce.
2. Teoreticky i prakticky zvladnout integraci parcialnich zlomki.

3. Prakticky provadét bezchybné rozklad racionalni funkce ryze lomené
na parcidlni zlomky. Uvédomit si slozitost problému.

4. Pochopit prevod racionalni funkce neryze lomené na racionalni funkci
ryze lomenou a celistvou (polynom), tj. déleni polynomu polynomem.

5. Zvladnout v jednodussich piikladech prakticky vypocet integrali z ra-
cionélnich funkei ryze a neryze lomenych.

V kapitole 3 jsme se setkali s pojmy racionélni funkce, racionalni funkce
ryze lomend a racionédlni funkce neryze lomené. Zopakujte si definici 3.6.1
a vétu 3.6.3. Nez pristoupime k urcovani primitivni funkce k funkci racio-
nalni lomené obecné, omezime se na specidlni pripady racionélnich funkci
ryze lomenych, tzv. parcialnich zlomkt. Pod pojmem parcialni zlomek ro-
zumime racionalni funkeci ryze lomenou zapsanou v jednom z téchto tvart:

A Bxr+C

Ve VT @

pfi¢emz kvadraticka rovnice 22 + pz + ¢ = 0 nem4 realné koteny, tj. diskri-
minant p? — 4¢q < 0.

Jak ukézeme pozdéji, kazdou racionalni funkci ryze lomenou lze rozepsat
na soucet parcialnich zlomkt téchto dvou typt. Proto pro integraci racional-
nich funkci lomenych stac¢i ovladat integraci téchto zlomkid. V dalsim textu
uvidite, jak budeme pfi této integraci pouzivat substitucni metodu uvedenou
v predchéazejicim odstavci.

7.5.1 Integrace parcialnich zlomki

A
1) Pro integraci funkce y = ———,, bouzijeme linearni substituci (viz
T —

priklad 7.4.17). Polozme = — o = t, dz = dt, pak

$—n+l A 1
/(Adx—A./dt_ A'_n-i—l_l—n'(x—a)”*l pron # 1,
t’I’L

T —a)”

A-lnjt|=A -In|z — «af pron = 1.

© J. Ostravsky, V. Polasek, 2011
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2) Uvazujeme piipad, kdy ma kvadraticka rovnice 22 + pr + ¢ = 0 kofeny

komplexné sdruzené x1 2 = a £ bi. Vyraz x2 + pz + ¢ miZzeme nahradit vyra-
zem (r — a)? + b* (vite pro¢?) a budeme integrovat funkci y = ((418—5137;:%2)’”'
V obecném piipadé je ale vypocet integralu z této funkce pomérné slozity.
Zkusime si to proto nejprve trochu zjednodusit. Pfedpokladejme, ze moc-
nitel n v integrandu se rovna 1. Tedy chceme integrovat funkci %.
Kdyby se v ditateli zlomku nevyskytovala proménna x, tj. kdyby B = 0,
pak by integrace zlomku vedla po linearni substituci x — a = ¢ na vzorec 16.

Predpoklddejme, Ze B # 0. Postup v tomto pfipadé bude néasledujici:

Bx+C Bzx C
/($—a)2—|—b2dx_/(m—a)2+b2dx+/(:U—cz)2—|—192dm
x—a)+2a C
/ +b2dx+/—x—a2+b2dx

dz + B —d —d
/:n—a +b2 + / 2402 x+/ 2402
/ 2(x —a) da +/ a- B—I—C da

(r —a)®>+ b2

aB —
n‘(a:—a +b2‘+T+C-arctg$ ?

(x —a)? + b2

w\b; w\m w\m

Jak jste jisté poznali, Gipravami jsme se snazili dosdhnout toho, abychom
prvni integral mohli integrovat podle vzorce ¢. 15 a druhy s vyuzitim linedrni

substituce podle vzorce 16.

B C
Pro vazné zéjemce ukazeme, jak bychom integral / m)++ b2) dx

N2

nejprve predchoz1ch aprav

/ Bx+C / (x —a) d +/ a-B+C q
(@—a2+)" " "2 ) (@—a2+2)n ") (@—ay@+p2)n

V prvnim integralu zavedeme substituci (z — a)? + b =t, 2(z — a)dz = dt
a obdrzime

/ (x —a) B/dt B ttl
d = — . _ = — . e
2 ) (z—a)2+02)" 2 Jtm 2 —-n+1
B 1

201 —n) ((z —a)?+b2)n-1
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Ve druhém integralu zavedeme substituci t—a = b-t, do = b-dt a dostaneme

a-B+C b-dt
/((x—a)2+b2)” de = (aB +C) / (b212 + b2)»

aB+C / dt aB+C
(

p2n—1 2+ 1)n  pl K

pii oznaceni K, z prikladu 7.4.9, kde jsme odvodili rekurentni formuli

2n—1 1 T
Kpi = Kn+— —+—.
il on " + 2n  (x2+1)»
Na zékladé této formule jiz dovedeme integral spocitat. Musime ale po-
znamenat, ze priklady vedouci na tento vzorec se nebudou ve zkouskovych
pisemkach pro studenty FAI oboru IRT vyskytovat.

3
Reseni
3 t = 4x -5 3 4dx subst 3
——dx = =—f — dt
/(4x—5)3 v ’dt = 4ddx ‘ 4 /(43}—5)3 4
3 t72 3 1
127 8 @ ¢
®
5 + 2

P¥iklad 7.5.2. Vypoététe [ —————
e ypocee/x2+2x+1o “

Reseni
/ 5x + 2 _5/ x+5 / dr —
x2+2$+10 x2+2x+10 ) x2+2:c+10
/2a:+ +2-2 / 2 + 2
dz = dz +
) x2+2a:+10 2 ) 22422+ 10
2 2
/ / A P
2 x2+2x+1+9 ) 2 4+ 22+ 10

2 2 —
/ / Tt dx+/73 dx
2 x—i—l T2 2Z¥22+10 (x+1)2+9
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K vypoctu prvniho integralu vyuzijeme zédkladni vzorec 15, ve druhém inte-
gralu po zavedeni linearni substituce 1ze uzit vzorec 16. A vysledek bude

5r + 2 5 9 z+1
—_—dx==-"-1 2 10| — tg ———.
/x2+2x+10 x 5 n|z° + 2z + 10| — arctg 3

®

Jisté si kladete otazku, proc¢ jsme zacali u integrald z racionalné lomenych
funkci nejdfive integrovat specialni racionalni lomené funkce, tzv. parcidlni
zlomky. Vysvétleni je obsahem nize uvedeného textu.

7.5.2 Integrace racionalnich funkci ryze lomenych

Ma-li polynom s redlnymi koeficienty k-nasobny neredlny kofen a + bi, mé
také k-nasobny kofen a — bi. V rozkladu tohoto polynomu na kofenové ¢ini-
tele (viz véta 3.6.1) pak kofenovi ¢initelé pfislusni ke kofentim a + bi, a — bi
vystupuji ve stejné mocniné. Soucinem téchto korenovych ¢initelti je moc-
nina kvadratického polynomu s redlnymi koeficienty. Odtud plyne nasledujici
veta.

— Véta 7.5.1 (rozklad realného polynomu v realném oboru).

Necht Q(x) je polynom s redlnymi koeficienty, Q(z) = a,z" +
an_12" 4+ a1z +ag, a, # 0. Necht o, 3, . .., A jsou vSechny jeho
navzajem ruzné realné koreny s nasobnostmi postupné k, [, ..., r. Ne-
cht a £ bi,ctdi,...,p=xqijsou vSechny jeho navzajem rizné dvojice
nerealnych komplexné sdruZenych kofenti s nasobnostmi postupné
s,t,...,v. Pak pro kazdé komplexni ¢islo x plati:

Q(x) = an(z — )@ = B) - (w =N - [(w = a)? +47]"-
. [(a:—c)2+d2]t... [(x—p)2+q2]

v

V definici 3.6.1 byla definovana racionélni ryze lomena funkce, nyni si
ukazeme rozklad téchto funkci na parcidlni zlomky.
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—| Véta 7.5.2.

jmenovatel nemaji spole¢né koreny. Necht
Q) = an@ — @)@~ B)' -+ (&~ A - [(& ~ a)? + 1]

: [(x —c)? + dz]t e [(:I} —p)? + QQ]U
je rozklad jmenovatele na kofenové Cinitele. Pak existuji takova re-
alna cisla Al,AQ,...,Ak, Bl,BQ,...,Bl, Ll,Lg,...,LT,
My, N1, M2, No, ..., Ms,Ns, P1,Q1,P2,Qq,...,F,Qt, Ri,51, Ra,
So, ..., Ry, Sy, Ze plati

A1 Az Ap—1 Ay
R(z) = @ (x — )2 Tt (x — )kl * (m—a)k+
THE N NN -
=B (z-p)? (=Bt (z-p)
Ly Ly Ly r
LI v E Y R rr o i P T
Mz + Nq My 12+ Ng_q Mgx + Ny
(x—a)2+02 " (x—a)2+0)1 " ((z—a)?+b2)°
Pz + o Pz + Qi1 Px + Qy o
(x —a)? + b? (x—a)?2+ )1 ((z —a)? 4+ b2)?
RliL’ + Sl valx + Svfl va + Sv
@-aZ 2 T a1 0T (@ a2 1 )

pro vSechna komplexni ¢isla, jeZ nejsou kofeny jmenovatele Q(x).
Navic existuje pravé jedno vyjadfeni funkce R(x) uvedeného tvaru.

Necht R(x) = % je raciondlni ryze lomend funkce, jejiz Citatel a

Poznamka 7.5.1. Véta 7.5.2 zaruCuje existenci redlnych &isel A;, B;, L,
M;, N;, P;, Q;, R;, S;, 1 € N, avSak neudava, jak se tato ¢isla urcuji. Vypocet
lze provést metodou neurcitych koeficientii. Spo¢ivé v tom, Ze v rovnici
véty 7.5.2 nasobime obé strany rovnice polynomem Q(x). Tim dostaneme
rovnost platnou pro vSechna komplexni ¢isla, jez nejsou kofeny polynomu
Q(x), tj. pro nekoneéné mnoho z. Podle zndmé véty o polynomech maji
tyto dva polynomy stejné koeficienty u stejnych mocnin a tedy také stejné
hodnoty pro vSechna komplexni ¢isla . Podminky vyjadiujici rovnost téchto
koeficientt davaji systém linearnich rovnic pro neznamé A;, B;, L;, M;, N;,
P;, Qi, Ri, Si. Oznac¢ime-li n = st Q(x), bude to soustava n linedrnich rovnic
o n neznamych s regularni matici soustavy. Tato soustava musi mit nutné

pravé jedno feSeni. Ukdzeme si cely postup na pfikladech.
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(22N
QD

Piiklad 7.5.3. (rozklad obsahujici zlomky —4-)

ax+b
52° + 3z + 8
Rozlozte funkci R(z) = ( z ;( a: +4) na soucet parcialnich zlomkd.
x—2)(z—4)x

ResSeni: Funkce R(x) je ryze lomena (polynom v éitateli mé stupein
mensi nez polynom ve jmenovateli), mizeme provést rozklad podle véty

7.5.2:
522 + 3x + 8 A B C

(x—2)(x—4)x_g+:c—2+x—4'

Nésobime-li obé strany této rovnice polynomem (z — 2)(x — 4)z, dostaneme
rovnost dvou polynomu

5a? 43048 = A-(x-2)-(2—4)+ B2 (t-4)+Ca-(2-2) =
= Az? — 6Ax + 8A + Bz?> — 4Bz + Cx? — 2Cx =

Porovname koeficienty u stejnych mocnin:

> 5 = A+B+C
2 3 = —6A—4B-2C
;8 = B84
Resenim vzniklé soustavy t¥i rovnic o tfech neznamych je A =1, B = —g,

C= % Rozklad zadané funkce na parcidlni zlomky pak bude vypadat takto

17 25

(:):—2)(:6—4)1'_;—1_:6—2—{_96—4'

K rozkladu na parcialni zlomky v softwaru Mathematica slouzi piikaz
Apart [(5x72+3x+8) / ((x-2) * (x-4) *x)]
®

Poznamka 7.5.2. Jsou-li kofeny jmenovatele vesmés redlné jednoduché,
Ize uzit s vyhodou i jiné metody k urceni koeficient v rozkladu. Nasobime
opét na obou strandch rovnice polynomem Q(x), ziskdme na levé a pravé
strané rovnosti polynomy, které se sobé rovnaji pro vSechna x € R. V dalsim
kroku pak do této rovnosti dosazujeme kofeny polynomu Q(z). Dostaneme
tak pro vypocet koeficientti v rozkladu rovnice o jedné neznamé.

Priklad 7.5.3 spocitame znovu, tentokrat podle pfedchozi poznamky.
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522 + 3z +8
(z—2)(x —4d)x

Priklad 7.5.4. Rozlozte funkci R(x) = na soucet parcial-

nich zlomk.

Reseni: Rozklad podle véty 7.5.2 vypada takto:
572 +3x+8 A B C

(x—2)(m—4)x_g+m—2+m—4'

Nésobime-li obé strany této rovnice polynomem (z — 2)(z — 4)z, dostaneme
rovnost dvou polynomu

502 4+3r+8=A-(x—2)-(x—4)+B-2-(x—4)+C-z-(z—2).

Rovnost je splnéna pro kazdé x € R a mizeme do ni dosadit v podstaté

N 4

lynomu ze jmenovatele zadané funkce, v nasem ptipadé to jsou ¢isla 0, 2,

4.

z=0: 8 = A-(-2)-(-4)+B-0+C-0
=2 34 = A-0+B-2-(-2)+C-0
=4 100 = A-0+B-04+C-4-2
Snadno dokazete z jednotlivych rovnic vyjadfit koeficienty A =1, B = —g,

C= % Rozklad uz je pak stejny jako v ptikladé 7.5.3.
®

Je na vas, abyste sami posoudili, kterd z uvedenych metod je pro vas
vhodnéjsi, a tu pak pouzijete pfi samotném vypoctu. Casto ovéem obé me-
tody kombinujeme a tim se vypocet znacné urychli.

Priklad 7.5.5. (rozklad obsahujici zlomky ﬁ, n € N)
_ 522+ 3z +5

Rozlozte funkci R(z) = FRCEYE na soucet parcidlnich zlomkd.
z-(z—

Reseni: Podle véty 7.5.2 naznacime, jak bude vypadat rozklad na par-
cialni zlomky zadané funkce
50624+3x+8 A B L, ¢ D
2 (z—4)%

=—+
x-(r—4)3 r x—4 (z—4)
Vzniklou rovnost vynasobime jmenovatelem zlomku z levé strany

522 +324+8=A-(x—4>+B-z-(z—4)>*+C-2-(z—4)+D-z. (¥

Polynom ve jmenovateli funkce R(z) mé pouze dva kofeny, po dosazeni
do predchozi rovnosti dostaneme hodnoty koeficienth A a D.
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z = 0: 8 = A-(-64) = A=-%
T =4 100 = D-4 = D=25

Déle bychom mohli dosadit dalsi dvé libovolna realna cisla a dostali bychom
soustavu dvou rovnic o dvou nezmamych B a C. Podobné dostaneme sou-
stavu dvou rovnic, i kdyz budeme porovnavat koeficienty u mocnin proménné
x na levé a pravé strané rovnosti (x):

z3: 0 = A+B
22 5 = A.-(-12)+B-(-8)+C

Dosazenim jiz zndmych hodnot A, D vzniklou soustavu snadno dofesime,

tedy B = % aC = % Rozklad zadané funkce R(z) na parciilni zlomky pak

vypadéa takto

e’ 4348 -y 5 . 5 %
r-(r—43 =z -4 (2—-4)2 (r—4)3
®
Priklad 7.5.6. (rozklad obsahujici zlomky ﬁ%, kde ¢> —4pr < 0)
22% 4 3z 45

Rozlozte funkci R(z) =

(z — 2)(22 + 4z + 5) na soucet parcialnich zlomki.

Reseni: Jmenovatel funkce R(r) m4 jeden redlny koten x = 2 a kom-
plexné sdruzené kotfeny —24i. Podle véty 7.5.2 rozklad na parcidlni zlomky
zadané funkce bude vypadat takto:

202 +3x+5 A Bx+C

(x —2)(22 + 42 +5) :c—2+952+4x+5'

Vynasobime-li tuto rovnici jmenovatelem levé strany, dostaneme
202 +3c+5=A (22 +4x+5)+ (Bzx+C) - (z — 2).

Neurcité koeficienty nalezneme podobné jako v predchozim prikladé, dosa-
dime jediny mozny realny koren a porovname koeficienty u nékterych mocnin
proménné x:

T =2: 19 = A-17
x2: 2 = A+B
2 5 = A-5+4C-(-2)
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Uvedend soustava mé jediné feeni, a to A = 12, B = % aC = 13 Rozklad
zadané funkce R(z) pak vypada takto

Nyni jsme v podstaté zvladli rozklad racionalnich funkci ryze lomenych
na parcidlni zlomky a postupné bychom mohli vypocitat integraly z racio-
nalnich funkci ryze lomenych v predchazejicich prikladech 7.5.3, 7.5.5, 7.5.6.

522 4+ 3z + 8

Piiklad 7.5.7. Vypoditejte / (z—2)(z — )z da.

Reseni: V pifkladu 7.5.3 jsme provedli rozklad zadaného integrandu
na parcialni zlomky. Déle uz pocitame integral

522 + 3z + 8 I L
de = - 2 2_)dz =
/(x—2)(3:—4)9: v /(x+x—2+x—4 v

=hnjz|- Yz —2/+FInjz—4/+C.

®
2
Piiklad 7.5.8. Vypocitejte / STHITED
x-(x—4)3

Reseni: Vyuzijeme rozkladu zadané funkce na parcialni zlomky z pii-
kladu 7.5.5 a dostaneme

5224+ 3x+5 - 1 9 25
= " “dx= _ 8 8 2 do —
/a:~(m—4)3 . /(w et s T wa)

9 25
__1 1 2 2
_—gln|x|—|—gln]:n—4\—x_4— ($_4)2—|—C.
®
222 + 3z +5

Priklad 7.5.9. Vypocitejt /
rikla ypocitejte (@ —2) (22 + 4z +5)

Reseni: Z piikladu 7.5.6 zndme rozklad zadané funkce na parcialni
zlomky a tedy za¢neme rovnou integrovat

19 15 5
(x —2)(2? + 4z +5) x—2 a?4+4x+5
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S integraci prvni funkce bychom neméli mit problémy, ale druhou funkeci
si musime nejprve upravit. Podobné jako v prikladu 7.5.2 doplnime do ¢ita-
tele derivaci jmenovatele a dopocitame piislusné konstanty tak, aby rovnost
nebyla porusena.

L T+ 3 1o
—/ Tt e
2:1:+ +4—4 15 2z +4
s T = Y — 2 TR e
34 Prarys Womhlr =t e

10
15 0

e I e s
34 J 22+42+5 o

Prvni integral spoc¢itame pomoci zédkladniho vzorce 15, ve druhém integralu
kvadratickou funkci ve jmenovateli integrandu upravime na ¢tverec a pak
pouzijeme vzorec 16.

25 1
_ 19 15 _
= hn|r -2+ 33 In|z? + 4z + 5| — 17 (m+2)2+1dx_
=12z — 2|+ 2In|z? + 42 4 5| — Z arctg(z +2) + C.

®

V predchézejicich textu jsme vypocitali snad dostateény pocet vzoro-
vych ptikladi, abychom mohli poukazat na hlavni problém, ktery se miize
vyskytnout pfi praktické integraci racionalni funkce ryze lomené, nebot teo-
reticky mame problém jednoznac¢né zvladnuty. Prvni vétsi problém nastane
pti hledéni rozkladu polynomu

Q(x) = ana™ + 12" 4 0™ 2 4 - 4 agx® + arz + ap.

Spociva v tom, ze polynom neni zpravidla vyjadien ve tvaru soucinu poly-
nomil nanejvys druhého stupné a jejich mocnin. Nalezeni kofent polynomu
se obecné nemusi vibec podafit a nezbyva nic jiného nez pouzit néjaky
vhodny software (napi. Mathematica), ktery to vyfesi za nas.

Dalsi problém mtze nastat pti hledani neurcitych koeficientt. Priklady,
které jsme zatim pocitali, obsahovaly pouze nékolik koeficienti (méné nez
10). Mohlo by se stat, Ze ziskdme soustavu linedrnich rovnic pro neznadmé
(neurcité koeficienty), kterych by mohlo byt vice nez 100. K feSeni takovych
soustav bychom opét museli vyuzit matematickych softwart.

Posledni zobecnéni, které muzeme jesté udélat, je v tom, Ze chceme in-
tegrovat racionalni funkci neryze lomenou.
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7.5.3 Integrace racionalnich funkci neryze lomenych

Jisté jste si vSimli (véta 7.5.2), Ze rozklad funkce R(x) na soucet parcidlnich
zlomkt je mozny za predpokladu, ze R(x) je ryze lomend funkce. V pfipadé
neryze lomené raciondlni funkce postupujeme podle véty 3.6.3. o prevodu
raciondlni funkce neryze lomené na racionalni funkeci celistvou (polynom)
a ryze lomenou racionalni funkci.

Priiklad 7.5.10. Neryze lomenou racionalni funkci Qm
20 — 325 + 72t — 422 — 92— 1 qu
3 +1

vyjadrete jako souCet polynomu a ryze lomené racionalni funkce.

Reseni: ProtoZe jde o neryze lomenou funkci, provedeme nejprve déleni
polynomu z Citatele a jmenovatele zadané funkce.

(28 —32° + 72t — 42?2 — 92— 1): (2> +1) = 22 -3224+ 7Tz —1
6 3

—X —X

— 3+ Tt —ad —4a? —9x — 1
+ 3P + 322

Tet — -2 —9zx — 1
— Tt — Tz

—x3—2?2—16x—1
+ 23 +1

— 22— 16x

Nyni mizeme pséat

6 _ 9.5 442 _9p —1 241
x° —3x° + Tx 7 — 9z :$3—3x2+7x—1—$+6$.
3 +1 341
®

Klicova slova @
racionalni funkce, racionalni funkce ryze a neryze lomena, parcialni
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polynom ve dvou
promeénnych,
racionalni lomena
funkce ve dvou
promeénnych

zlomky, rozklad na parcidlni zlomky, integrace parcialnich zlomkd, integrace
raciondlnich funkci (ryze i neryze) lomenych

7.6 Integrace goniometrickych funkci
typu [ R(sinz,cosx)dx

Studijni cile

1. Pochopit zépis integralu ve tvaru [ R(sinx,cosz) dz.

2. Seznamit se s univerzalni (goniometrickou) substituci tg § = ¢. Znat
odpovéd na otézky: Pro jaky typ integralu ji pouZijeme a jaké ndhrady
(substituce) v integralu musime provést.

3. Provadét prakticky vypocet | R(sinz,cosx)dx.

4. MozZnost seznamit se s jednodussimi substitucemi : sinx = ¢, cosx = t,
tgx =t ve specidlnich pfipadech. (Pouze pro néro¢né studenty).

V tomto odstavci se bude objevovat symbol R(u, v). V nasledujici definici
si objasnime, co znamena.

—| Definice 7.6.1. I

Soucet kone¢ného poctu scitancu c - u™ - 0", kde ¢ € R, m,n €
Z, m > 0, n > 0, se nazyva polynom ve dvou proménnych
a znali se P(u,v). Funkce R(u,v) = ggzz%, kde P(u,v), Q(u,v)
jsou polynomy ve dvou proménnych, se nazyva racionalni lomena
funkce ve dvou proménnych.

Obratme nyni pozornost k integralim [ R(sinz,cosz)dz, kde do raci-
onalni funkce R(u,v) bylo dosazeno u = sinz, v = cosz. Integrély tohoto
typu substituci tg 5 = t pfejdou v integraly z raciondlni funkce. Providdime
totiz substituci x = 2arctgt, do = 1+%dt.

Pro odvozeni vztahii pro sinz, cosx vyjdeme
z pravouhlého trojihelnika na Obr. 7.6.1. Vidime,
ze tg 5 =t a dale ‘

”3 ! in = t (7.6.1) —
COS — = —— sin — = ———. .6.
2 Vit 2 V1+£2

Obr. 7.6.1
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S vyuzitim vztahti mezi goniometrickymi funkcemi

sin 2 = 2sinx cos z, cos 2z = cos® x — sin® z plati

sinz = 2sin g cos g, cos T = cos> g — sin? g (7.6.2)

Po dosazeni vztaht (7.6.1) do (7.6.2) dostaneme

2 1—¢2
—, COST = .
1+¢2 1+1¢2

sinx =

Tedy, po substituci do integralu bude

. 2t 1—1t 2
/R(s1nx,cosx)dx—/R<1+t2,1+t2)'1+t2 dt.

Poznamka 7.6.1. Integrdly typu [ R(sinz,cosx)dx lze vzdy substituci
tg § = t prevést na integraly z raciondlni funkce, proto se tato substituce
nazyva univerzalni.

Priiklad 7.6.1. Vypoététe/ d:r

sing’

2t

Reseni: Substituci tgg =t, sinz = xr = 2arctgt, do = Hitzdt

T2
ziskadme
dx 1+t 2 dt
= dt—/ =Inlt|=1In|t C.
/sina: 2% 142 ;= Inftl=m g2‘+
®
14
Piiklad 7.6.2. Vypoctste | — 0%
14 cosx
Reéeni Substituci tg 5 = t, sinx = 1_2;52, cosxT = ng, xr = 2arctgt,
dx = it t2 dt ziskame
. 14+t2 -2t
l—smx _/ 1+t2 2 dt—/ 1tz 2 qf —
1—¢2 2 - 14424112 2 -
14 coszx + 15 1+t e 1+¢
2 4+1-—2t 2t
dt:/(1—7>dt:t—l 1+t%) =
/ 211 1+ 12 n(1+#)

®
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Poznamka 7.6.2. V nékterych piipadech lze | R(sinz,cosx)dx prevést
na integral z racionalni funkce jednodussi substituci:
I. Je-li funkce R lichd vzhledem k proménné sin z, tj. R(—sinz,cosz) =
—R(sinx,cosx), prejde substituci cosz = ¢ dany integral v integral
z racionalni funkce.
IT. Je-li funkce R liché vzhledem k proménné cosz, tj. R(sinz, —cosx) =
—R(sinx,cos ), prejde substituci sinz = t dany integral v integrél
z racionalni funkce.
III. Je-li funkce R sudéd vzhledem k obéma proménnym cosz, sinz, tj.
R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cos ), lze pouzit substituce tgz = t.

Poznamka 7.6.3. Substituce sinz = t nebo cosx = t se daji pouzit i v p¥i-
padech, kdy zadany integral je sice tvaru I. nebo II., ale integrand musime
kvuli snadné integraci ,,upravit“ (viz nasledujici piiklad).

3
N Priklad 7.6.3. Vypottéte / 2 e
G : cos x

Reseni: Ziejmé R(sinz,—cosz) = —R(sinz,cosx), podle poznamky

7.6.3 II. pouzijeme tedy substituci: sinxz = ¢, cosz dx = dt.

/3—s1nxdx:/(3—sm:c)-cosxdm:/(3—t)-dt:
cos T COST - COST 1—t2
33—t 1 2
= [ ——  —  dt= (7 7>dt:—l 1—1¢
/(1—t)(1+t) / =i 1+t nfl—t+

(1+1)2 | (1+ sinx)?
=In
|1 — ¢ |1 — sinz|

+2In|1+t¢/=In +C.

®

sinx — cosx

LN Pfiklad 7.6.4. Vypoctéte / —————dux.

i 2cosx
qu sinx +

D A% 2. > : __ sinz—cosx
Reseni: Polozme R(sinz,cosz) = S0 Pak

. —sinx 4+ cosx sinx — cosx .
R(—sinx, —cosx) = — = — = R(sinx,cosz).
—sinx — 2cosx sinx + 2cosx

dt
1+t

Podle poznamky 7.6.3 III. zavedeme substituci tgx = ¢, dx = -5 a upra-
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vime zadany integral takto:

/M _/ Smfos(f” /tgx
S| S sinz+2cos
sinz + 2cosx s aiosé:ow tgm+2
t—1 _dt 7% %t*B 3
/t+2 2 +1 /(t+2+t2+1 sInft+2] +
5.2 Slnlt+2 Inlt?2 +1
+5-2/152 5/t2+1 H|+|+10n\ +1]—
_%amgt—“ln’tgwﬂﬁr1301n(tg r+1)— Lo+ C.

Pr1i integraci jsme vyuzili nasledujiciho rozkladu integrandu na soucet par-
cidlnich zlomki:

t—1 A  Bt+C
(12 @+ i+2 1+
t—1=A-F+1)+(Bt+C)-(t+2)
t=-2: -—-3=5A

2 0=A+B
' —1=A+2C
Vytesenim vzniklé soustavy dostaneme koeficienty rozkladu A = —%, B = %,
_ 1
C=-s.
®

Klicova slova

integrace goniometrickych funkci, univerzalni substituce

7.7 Integrace nékterych dalSich funkci

V této casti se budeme se zabyvat jednim z typt integrald z iracionalnich
funkci

Pn
/Ra:qu ra ) de,

kde R je racionélni funkce a p; € Z, ¢; € N jsou dvojice nesoud€lnych ¢isel.
Tento integréal fesime substituci » = ¢ (dx = s - +*~!dt), kde s je nejmensi
spoleény nasobek jmenovatelt g, . . ., ¢,. Substituce pfevede zadany integral
na integral z racionalni funkce.

Priiklad 7.7.1. Vypocitejte integrél /
+ 1/
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ResSeni: -
5,9 =>s5=4
7\/5 dx: 2$4: t4 =4. t2 tgdt:
Va3 1+¢3
1+ vz dz = 43dt

2 (B +1-1) 2 ¢
—=4. —4. _ —
/ 143 dt /t dt /1+t3dt

=43 — 4[4+ 1] = § (Vad — 4m|Vad +1)) + C.

7.8 Aplikace neurcitého integralu

Nez pristoupime k pfikladim vedoucim na aplikace neurcitého integralu,
pfipometime si, co jsme napsali v ivodnim odstavci. Rekli jsme si, Ze v kon-
krétnich tlohach se nékdy snadnéji popise hodnota sledované veliciny, jindy
jejl zmeéna. Jejich vzajemny vztah je podstatou celé matematické analyzy.
Ta se sklada z diferencidlniho poctu, ktery od hodnot veli¢iny odvozuje jeji
zménu a integralniho poctu, ktery od zmén veli¢iny odvozuje jeji hodnotu.

V nasledujicich vzorovych prikladech budeme hledat funkéni zévislosti
jedné veli¢iny na druhé v pripadé, ze je dana derivace vyjadiujici okamzZitou
zménu hledané fyzikalni veli¢iny a funkéni hodnota hledané funkce v néjakém
bodé.

Piiklad 7.8.1. Rychlost vlaku je ddna rovnici v(t) = 6t +4t+2. Vyjadiete
drahu s jako funkci Casu, kdyz v Case ¢t = 2 minuty mél vlak ujetou drahu
2030m. Jakou drahu mél vlak ujetou v case t = 07

Reseni: Z fyzikalniho vyznamu derivace (Kapitola 5, str. 23) plyne, ze
§'(t) = v(t). Odtud lze drahu vyjadrit jako integral z rychlosti, tj.
3 2

s(t) = /v(t)dt = /(6t2 + 4t +2)dt = 6§+4t§+2t+0 — 234121242t C

Dosadime a porovname se zadanou podminkou s(2) = 2-23 4222 + 2.
2+ C = 2030. Odtud zjistime C' = 2002m. Celkové tak se da draha vyjadrit
v zévislosti na ¢ase pomoci vzorce

s(t) = 2t° + 262 + 2t 4 2002.

V case t = 0 ujel vlak jiz drdhu s(0) = 2002m.
®
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Priklad 7.8.2. Prirtstek hodnoty vkladu na uétu v case t ve spojitém
tirokovani je vyjadien funkei y(t) = 1000 - e?98, Vyjadiete hodnotu vkladu
h jako funkci ¢asu, kdyz pocatecni vklad byl 10000 K¢.

Reseni: Hodnota vkladu se vypocita jako integral z funkce y(t). Je tedy

0.08t
+C =12500- %% 4 C.

h(t) = / y(t)dt = / 1000 - %98 4¢ = 1000 - -

0.08
Protoze h(0) = 10000, tak h(0) = 10000 = 12500-e*980 4+ C, odkud ziskame
C = —2500. Hodnota vkladu v ¢ase t se tak rovna h(t) = 12500-e-9%¢ —2500.

Priklad 7.8.3. Prirtistek obyvatelstva ve Zlinském kraji v roce ¢t je vyjadien
funkei r(t) = 3045 - 203, Najdéte zavislost poétu obyvatel p na case, jestlize
v soucasné dobé zije v regionu 500000 obyvatel. Zjistéte, kolik obyvatel se da
predpokladat v Zlinském kraji za 5 let.

~

Reseni: Pocet obyvatel p v ¢ase t je rovny

2.03

/r t)dt = /3045 293 qt = 3045 - 503 = 1500 - t293 4 C.

Protoze p(0) = 500000, tak snadno z rovnice 500000 = 1500 - 0 + C' vy-
pocitame C' = 500000. Pocet obyvatel v zavislosti na ¢ase t je dan funkci
p(t) = 1500 - t2:93 + 500000. Za 5 let by mél mit Zlinsky kraj

p(5) = 1500 - 52% + 500000 = 39355 + 500000 = 539355 obyvatel.
®
Index
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